Uitwerkingen CCVW Wiskunde B 25-7-2023

Vraag 1la - 8 punten
2x+4)(x+4)—(x2+4x+4)

(x+4)2
ff(X)=02x?+12x+16—x>—4x—-4=0x*+8x+12=0 (x +2)(x +6) =0

flx) =

© x =—-2Vx=—6. De punten A en B zijn dus (—2,0) en (—6,—8)

Vervolg met tangens:

0-(-8)

=8_»-
—2-(-6) 4
4

De richtingscoéfficiént van lijn £ is

De richtingscoéfficiént van lijn m is ' (0) = 44;4 = E = Z

tan!(2) ~ 6343° tan~* (%) ~ 36,87°
De hoek tussen l en mis dus 63,43° — 36,87° = 26,6°
Vervolg met cosinusformule:

o Lo (—2—=(=6)\ _ (4
Een richtingsvector voor lijn £ is ( 0 — (=8) ) = (8)

44-4 _ 12 _ 3

42 7 16

(B)E) _ 16wz 0 _ s

Dit geeft cos(z(¢,m)) = |(g)||(§)| = NTETT RIS = e = =

De richtingscoéfficiént van lijn mis f'(0) =

Dus z(#,m) = cos™! (\/%_0) ~ 26,6°

Vraag 1b - 6 punten

gx)=pe 2=p<:>1=p(x2+x—2)(:>px2+px—2p—1=0

x2+x—
D=p?’—4-p-2p—-1)=p*+8p*+4=9p*+4p=p(9p + 4)
D>0opOp+4) >0 p>0A% +4>0op>0

of p<O0AIP+4<0&p<0Ap<-sop<-—3

Alternatief
oy - —@x+D _ 1 |
g(x)_(xz_l_x_z)z' g(x)_O@x_ E ‘

*+x-2=00x+2Dx-1D=0x=-2vx=1

=5 dus een richtingsvector voor lijn m is (g)

Dit zijn de verticale asymptoten van de grafiek. N

De schets van de grafiek hiernaast leert dan: '

Zowel voor x < —2 als voor x > 1 neemt g(x) alle positieve y-waarden aan. \

Voor —2 < x < 1is de maximumwaarde g (— %) ==

Er zijn dus twee snijpunten met y = p voor p > 0 en voor p < —g
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Vraag 1c - 6 punten

Er is een verticale asymptoot als n(x) =x2—-3x+2=0ent(x) = (x> —-4)(x+1) #0
n)=0ex-1Dx-2)=0x=1vx=2

t(1) (= —6) # 0; t(2) = 0, dus (enige!) verticale asymptoot x =1

Voor x # 2 geldt:

=)+ +1) (x+2)(x+1D) x*+3x+2  x(x—1)+x+3x+2

h =
) x=2)(x—-1) x—1 x—1 x—1
4x + 2 4x—1)+4+2 6
=x+ =x+———F—=x+4+—
x—1 x—1 x—1

De scheve asymptootisdus y = x + 4

Berekening scheve asymptoot kan ook met lirp K(x)=1 en liT h(x) —x = 4.
x—+oo x—+00

Vraag 2a - 7 punten

f'(x) = —2x - e, Ditgeeft f/(-1)=2 en f'(1) = -2
De lijn door A en M (het middelpunt van de cirkel) staat loodrecht op de raaklijn aan de grafiek van f
in A en heeft dus richtingscoéfficiént —%. De vergelijking van deze lijnis y = —éx +§

De lijn door B en M staat loodrecht op de raaklijn in B en heeft dus richtingscoéfficiént §
De vergelijking van deze lijnis dus y = %x +%

Deze lijnen snijden elkaar in M (0%)

2
De straal van de cirkel is d(4, M) = /12 + G) = \E (=d(B,M))

2
Een vergelijking van de cirkel is zodoende x2 + (y - %) =-

Vraag 2b - 8 punten

ge)=4-2-1=2; y=4-2In(x) @y=4-In(x>) oln(x?) =4—y o x? =e*?
- fozxz dy =m- foz e*Vdy=mn-[-e*V]g=m-(—e* +¢e*)

De cilinder met straal e en hoogte 2 heeft inhoud 2 - 7 - 2

Kan ook met n-fozez dy=m-[y-e*]3=m-2-¢e?

De inhoud van het omwentelingslichaam is dus 7 - (—e? +e*) —2-7m-e? = - (e* — 3e?)

Vraag 2c - 5 punten
h(x) = k(x) © 2In(x) = In(x — 2) + In(2x + 3) = In(x?) = In((x — 2)(2x + 3)) =
*>=x-22x+3) e x?=2x>-x-6ox*—-x-6=0x-3)x+2)=0ox=3Vvx=-2

h(—2) en k(—2) bestaan niet, dus alleen x = 3 voldoet.

Vraag 2d - 5 punten

2(x2+p+2)—4x? _ -2x%+2p+4
(x2+p+2)2 (x2+p+2)2

L(x) = L(x) =

x2+p+2’
L) =0 —2x2+2p+4=0x*=p+2

Deze vergelijking heeft oplossingen als p > —2, maar voor p = —2 is de oplossing x = 0
en [_,(0) = In (0) bestaat niet. Voor p > —2 krijg je twee oplossingen die wel voldoen.
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Vraag 3a - 6 punten
f(x)=O<:>sin(x)=sin(%x)®x=§x+k-2an=Tt—§x +k- 2

%x=0 +k-2nvzx=n+k~2n<:>x=0+k-4an=§n+k-§1t

fogn sin(x) — sin Gx) dx = [— cos(x) + 2 cos (%x)En = % +1-(-1+42)= %

Vraag 3b - 6 punten

g(x) = 0 © sin(x) + cos(2x) = 0 & sin(x) + 1 — 2sin?(x) = 0
Substitutie van y = sin (x) geeft y+1 -2y =0©2y2—-y—-1=10

1+V1+4-2 1+3 1-vV1+4-2 1-3 1
—:—:1 en y:—:_:__
4 4 4 4 2

y =1 geeft sin(x) =1 met als enige oplossing op het gegeven interval x = %n

Oplossingen: y =

y = —% geeft sin(x) = —% met als oplossingen op het gegeven interval x = %n enx = 1—617r
Alternatief:
g(x) =0 © cos(2x) = —sin(x) & cos(2x) = sin(—x) & cos(2x) = cos (—x — én)

Dit geeft 2x=—%n—x+k-2nv2x=—(—%n—x)+k~2n
2x=—%n—x+k-2n<:>3x=—§7r+k-27r<=x=—%n+k'§n
2x=—(—%n—x)+k-2n<:>2x=%n+x+k~2n@x=%n+k'2n

. . 1 7 11
Oplossingen op hetinterval 0 < x < 2m: x = ST X =W x =T

Eén van de vele varianten voor de alternatieve uitwerking:

g(x) =0 & sin(x) = —cos(2x) © sin(x) = cos(m + 2x) & sin(x) = sin (1%71 + Zx) =3

x=1%n+2x+k-2an=7T—(1§7r—2x)+k-27r(:>x=—1§7r+k-27'[Vx=—%7r+k-

. . 1 7 11
Oplossingen op hetinterval 0 < x < 2m: x = ST X =W x =T

Vraag 3c - 7 punten

h'(x) = cos(x) - cos(2x) + sin(x) - —2 - sin(2x) = cos(x) - cos(2x) — 2 sin(x) - sin(2x)
= cos(x) - (1 — 2sin%(x)) — 2 sin(x) - 2 sin(x) cos(x) = cos (x)(1 — 6 sin?(x))

Alternatief: h(x) = sin(x) - (1 — 2sin?(x)) = sin(x) — 2 - sin3(x)

geeft h'(x) = cos(x) — 2 - 3sin?(x) - cos(x) = cos(x) - (1 — 6sin?(x))

h'(x) = 0 © cos(x) = 0V sin?(x) =%

cos(x) =0 geeft x =§7‘[+k-27r met h(x) =—1 en x=§7r+k-2ﬂ met h(x) =1

sin?(x) =% geeft h(x) =sin(x) - (1 — 2sin?(x)) = i\/g- (1 - %) = ig 1 (= i—\/g)

6
De vier horizontale raaklijnen zijn dus y = -1, y = —%\/8, y= %\/5 en y=1

De wortelvormen hoeven niet vereenvoudigd te worden.
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Vraag 4a - 4 punten

I oo (1= (=6)\ _ (7
Een richtingsvector voor lijn £ is ( 81 ) = (7)

Voor het snijpunt € van lijn £ en de positieve x-as geldt (x; — x5)? + (y¢ — v5)? = 10?
Invullenvan xz; =1,y =0 enyz = 8 geeft (xc — 1)+ (0—8)? =100 & (x. — 1)> =36

Dit geeft x, — 1 =6 © x. = 7 (de oplossing x. = —5 ligt op de negatieve x-as)

Een vectorvoorstelling van lijn {is dus: ¢ = (g) +4 (;)

Vraag 4b - 3 punten

d(4,P) = \/(-1 —(-6)+B-1)2=V25+4=+29
d(B,P) =/(-1-1)2+ (3-8)%2 =V4 + 25 =29
Hieruit volgt dat c, is de cirkel met middelpunt P en straal v29 is en dat B ook op c; ligt.

Alternatief 1:

P =(3)-(3)=0) = (5)-(5) = ()
De lengte van deze vectoren is gelijk, dus liggen A en B op dezelfde afstand van P.

Dit betekent dat B op de cirkel ligt met middelpunt P die door A gaat.

Alternatief 2:

d(A,P) = \/(—1 - (—6))2 +(3-1)2=+25+4=+29

De vergelijking van ¢; isdus (x + 1)2+ (y —3)2 =29
Invullen van xz = 1 en y; = 8 geeft 22 + 52 = 29,
Dit klopt, dus B ligt op c;.

Vraag 4c - 5 punten
De straal van de cirkel is /29 (zie vraag a)

Merk op dat d(4, B) = V72 + 72 = /98 # 2v/29.
Daarom is AB geen middellijn van de cirkel en moet de rechte hoek bij A of B liggen (stelling van
Thales).

Als de rechte hoek bij A ligt, is BD een middellijn van de cirkel.

Dit betekent dat PD = BP = (:é) (zie alternatief 1 bij vraag b)

Hieruit volgt OD = OP + PD = OP + BP = (_31) + (:é) = (:3) dus is D het punt (—3.-2).

Als de rechte hoek bij B ligt, is AD een middellijn van de cirkel, dus volgt

OD = 0P + PD = OP + AP = (_31) + (g) = (g) dus is D het punt (4,5).
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Alternatief voor 4c:
De vergelijking van de cirkel is (x + 1)2 + (y — 3)? = 29 (zie vraag a)
Merk op dat d(4, B) = V72 + 72 = /98 # 2+/29.

Daarom is AB geen middellijn van de cirkel en moet de rechte hoek bij A of B liggen (stelling van
Thales).

Als de rechte hoek bij 4 ligt, dan is D een snijpunt van de lijn door A die loodrecht op AB staat en de
cirkel. De richtingscoéfficiént van AB is 1 (zie vraag a), de vergelijking van de lijn door A loodrecht op
ABis y=—x—05.

Substitutie van y = —x — 5 in de vergelijking van de cirkel geeft
(x+1D)?+(—x—-8)?2=29x2+2x+1+x%+16x+64 =29
©2x2+18x+36=02x>+9x+18=0 (x+6)(x+3)=0x=—-6Vx=-3
Dit geeft x, = -3 en y, = -2

Als de rechte hoek bij B ligt, dan is D een snijpunt van de lijn door B die loodrecht op AB staat en de
cirkel. De vergelijking van de lijn door B loodrecht op ABis y = —x + 9.

Substitutie van y = —x + 9 in de vergelijking van de cirkel geeft
(x+1)2+(—x+6)°=29=x>+2x+1+x?>—12x +36 =29

©2x2—-10x+8=0ox>-5x+4=0(x-1Dx—-4)=0x=1vx =4
Dit geeft x, =4 en y, =5

Vraag 4d - 5 punten
Driehoek ABM heeft als basis d(4, B) = V72 + 72 = /98 = 7+/2

De oppervlakte van deze driehoek is 14, maar is ook gelijk aan é X basis X hoogte

Voor de hoogte h geldt dus %-7\/§-h=14<:>h=%=2\/§=\/§

2
De straal van de cirkel is dan r = \/Gd(A,B)) + h? = \/24§+ 8= \/32%

De oppervlakte van de cirkel is zodoende m-r? = 32 in
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