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Uitwerkingen CCVW Wiskunde B 25-7-2023 

Vraag 1a  -  8 punten 

𝑓′(𝑥) = 
(2𝑥+4)(𝑥+4)−(𝑥2+4𝑥+4)

(𝑥+4)2
 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ 2𝑥2 + 12𝑥 + 16 − 𝑥2 − 4𝑥 − 4 = 0 ⇔ 𝑥2 + 8𝑥 + 12 = 0 ⇔ (𝑥 + 2)(𝑥 + 6) = 0 

⇔ 𝑥 = −2 ∨ 𝑥 = −6.  De punten A en B zijn dus (−2, 0)  en  (−6, −8) 

Vervolg met tangens: 

De richtingscoëfficiënt van lijn ℓ is  
0−(−8)

−2−(−6)
=

8

4
= 2 

De richtingscoëfficiënt van lijn m is 𝑓′(0) =
4⋅4−4

42 =
12

16
=

3

4
 

tan−1(2) ≈ 63,43°;  tan−1 (
3

4
) ≈ 36,87° 

De hoek tussen 𝑙 en m is dus  63,43° − 36,87° ≈ 26,6° 

Vervolg met cosinusformule: 

Een richtingsvector voor lijn ℓ is  (
−2 − (−6)
0 − (−8)

) = (
4
8

) 

De richtingscoëfficiënt van lijn m is 𝑓′(0) =
4⋅4−4

42 =
12

16
=

3

4
 , dus een richtingsvector voor lijn m is  (

4
3

) 

Dit geeft  cos(∠(ℓ, 𝑚)) = 

((4
8

)(4
3

))

|(4
8)|⋅|(4

3)|
=

16+24

√16+64⋅√9+16
=

40

5√80
=

8

√80
  

Dus  ∠(ℓ, 𝑚) = cos−1 (
8

√80
) ≈ 26,6° 

Vraag 1b  -  6 punten 

𝑔(𝑥) = 𝑝 ⇔
1

𝑥2 + 𝑥 − 2
= 𝑝 ⇔ 1 = 𝑝(𝑥2 + 𝑥 − 2) ⇔ 𝑝𝑥2 + 𝑝𝑥 − 2𝑝 − 1 = 0 

𝐷 = 𝑝2 − 4 ⋅ 𝑝 ⋅ (2𝑝 − 1) = 𝑝2 + 8𝑝2 + 4 = 9𝑝2 + 4𝑝 = 𝑝(9𝑝 + 4) 

𝐷 > 0 ⇔ 𝑝(9𝑝 + 4) > 0 ⇔ 𝑝 > 0 ∧ 9𝑝 + 4 > 0 ⇔ 𝑝 > 0 

of  𝑝 < 0 ∧ 9𝑝 + 4 < 0 ⇔ 𝑝 < 0 ∧ 𝑝 < −
4

9
⇔ 𝑝 < −

4

9
 

Alternatief 

𝑔′(𝑥) =
−(2𝑥 + 1)

(𝑥2 + 𝑥 − 2)2
;    𝑔′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = −

1

2
 

𝑥2 + 𝑥 − 2 = 0 ⇔ (𝑥 + 2)(𝑥 − 1) = 0 ⇔ 𝑥 = −2 ∨ 𝑥 = 1 

Dit zijn de verticale asymptoten van de grafiek.  

De schets van de grafiek hiernaast leert dan:  

Zowel voor 𝑥 < −2 als voor 𝑥 > 1 neemt 𝑔(𝑥) alle positieve y-waarden aan. 

Voor −2 < 𝑥 < 1 is de maximumwaarde 𝑔 (−
1

2
) = −

4

9
 

Er zijn dus twee snijpunten met 𝑦 = 𝑝 voor 𝑝 > 0 en voor 𝑝 < −
4

9
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Vraag 1c  -  6 punten 

Er is een verticale asymptoot als  𝑛(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 + 2 = 0 en 𝑡(𝑥) = (𝑥2 − 4)(𝑥 + 1) ≠ 0 

𝑛(𝑥) = 0 ⇔ (𝑥 − 1)(𝑥 − 2) = 0 ⇔ 𝑥 = 1 ∨ 𝑥 = 2 

𝑡(1) (= −6) ≠ 0;  𝑡(2) = 0, dus (enige!) verticale asymptoot  𝑥 = 1 

Voor 𝑥 ≠ 2 geldt: 

ℎ(𝑥) =
(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)(𝑥 + 1)

(𝑥 − 2)(𝑥 − 1)
=

(𝑥 + 2)(𝑥 + 1)

𝑥 − 1
=

𝑥2 + 3𝑥 + 2

𝑥 − 1
=

𝑥(𝑥 − 1) + 𝑥 + 3𝑥 + 2

𝑥 − 1
 

         = 𝑥 +
4𝑥 + 2

𝑥 − 1
= 𝑥 +

4(𝑥 − 1) + 4 + 2

𝑥 − 1
= 𝑥 + 4 +

6

𝑥 − 1
 

De scheve asymptoot is dus  𝑦 = 𝑥 + 4 

Berekening scheve asymptoot kan ook met  lim
𝑥→±∞

ℎ′(𝑥) = 1  en  lim
𝑥→±∞

ℎ(𝑥) − 𝑥 = 4. 

Vraag 2a  -  7 punten 

𝑓′(𝑥) = −2𝑥 ⋅ e1−𝑥2
.  Dit geeft  𝑓′(−1) = 2  en  𝑓′(1) = −2 

De lijn door 𝐴 en 𝑀 (het middelpunt van de cirkel) staat loodrecht op de raaklijn aan de grafiek van 𝑓 

in 𝐴 en heeft dus richtingscoëfficiënt −
1

2
. De vergelijking van deze lijn is  𝑦 = −

1

2
𝑥 +

1

2
 

De lijn door 𝐵 en 𝑀 staat loodrecht op de raaklijn in 𝐵 en heeft dus richtingscoëfficiënt 
1

2
. 

De vergelijking van deze lijn is dus  𝑦 =
1

2
𝑥 +

1

2
 

Deze lijnen snijden elkaar in 𝑀 (0,
1

2
) 

De straal van de cirkel is  𝑑(𝐴, 𝑀) = √12 + (
1

2
)

2

= √
5

4
  (= 𝑑(𝐵, 𝑀)) 

Een vergelijking van de cirkel is zodoende  𝑥2 + (𝑦 −
1

2
)

2

=
5

4
 

Vraag 2b  -  8 punten 

𝑔(e) = 4 − 2 ⋅ 1 = 2;  𝑦 = 4 − 2 ln(𝑥) ⇔ 𝑦 = 4 − ln(𝑥2) ⇔ ln(𝑥2) = 4 − 𝑦 ⇔ 𝑥2 = e4−𝑦 

𝜋 ⋅ ∫ 𝑥2 d𝑦
2

0
= 𝜋 ⋅ ∫ e4−𝑦 d𝑦

2

0
= 𝜋 ⋅ [−e4−𝑦]0

2 = 𝜋 ⋅ (−e2 + e4)  

De cilinder met straal e en hoogte 2 heeft inhoud 2 ⋅ 𝜋 ⋅ e2 

Kan ook met  𝜋 ⋅ ∫ e2 d𝑦
2

0
= 𝜋 ⋅ [𝑦 ⋅ e2]0

2 = 𝜋 ⋅ 2 ⋅ e2 

De inhoud van het omwentelingslichaam is dus  𝜋 ⋅ (−e2 + e4) − 2 ⋅ 𝜋 ⋅ e2 = 𝜋 ⋅ (e4 − 3e2) 

Vraag 2c  -  5 punten 

ℎ(𝑥) = 𝑘(𝑥) ⇔ 2 ln(𝑥) = ln(𝑥 − 2) + ln(2𝑥 + 3) ⇒ ln(𝑥2) = ln((𝑥 − 2)(2𝑥 + 3)) ⇒ 

𝑥2 = (𝑥 − 2)(2𝑥 + 3) ⇔ 𝑥2 = 2𝑥2 − 𝑥 − 6 ⇔ 𝑥2 − 𝑥 − 6 = 0 ⇔ (𝑥 − 3)(𝑥 + 2) = 0 ⇔ 𝑥 = 3 ∨ 𝑥 = −2 

ℎ(−2) en 𝑘(−2) bestaan niet, dus alleen 𝑥 = 3 voldoet. 

Vraag 2d  -  5 punten 

𝑙𝑝
′ (𝑥) = 

2𝑥

𝑥2+𝑝+2
 ;  𝑙𝑝

′′(𝑥) = 
2(𝑥2+𝑝+2)−4𝑥2

(𝑥2+𝑝+2)2
=

−2𝑥2+2𝑝+4

(𝑥2+𝑝+2)2
 

𝑙𝑝
′′(𝑥) = 0 ⇔ −2𝑥2 + 2𝑝 + 4 = 0 ⇔ 𝑥2 = 𝑝 + 2 

Deze vergelijking heeft oplossingen als 𝑝 ≥ −2, maar voor 𝑝 = −2 is de oplossing 𝑥 = 0 

en 𝑙−2(0) = ln (0) bestaat niet. Voor 𝑝 > −2 krijg je twee oplossingen die wel voldoen.  
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Vraag 3a -  6 punten 

𝑓(𝑥) = 0 ⇔ sin(𝑥) = sin (
1

2
𝑥) ⇔ 𝑥 =

1

2
𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ∨ 𝑥 = 𝜋 −

1

2
𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔  

1

2
𝑥 = 0 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ∨

3

2
𝑥 = 𝜋 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 𝑥 = 0 + 𝑘 ⋅ 4𝜋 ∨ 𝑥 =

2

3
𝜋 + 𝑘 ⋅

4

3
𝜋  

∫ sin(𝑥) − sin (
1

2
𝑥)  d𝑥

2

3
𝜋

0
= [− cos(𝑥) + 2 cos (

1

2
𝑥)]

0

2

3
𝜋

=
1

2
+ 1 − (−1 + 2) =

1

2
  

Vraag 3b  -  6 punten 

𝑔(𝑥) = 0 ⇔ sin(𝑥) + cos(2𝑥) = 0 ⇔ sin(𝑥) + 1 − 2 sin2(𝑥) = 0 

Substitutie van 𝑦 = sin (𝑥) geeft  𝑦 + 1 − 2𝑦2 = 0 ⇔ 2𝑦2 − 𝑦 − 1 = 0 

Oplossingen:  𝑦 =
1+√1+4⋅2

4
=

1+3

4
= 1  en  𝑦 =

1−√1+4⋅2

4
=

1−3

4
= −

1

2
 

𝑦 = 1  geeft  sin(𝑥) = 1  met als enige oplossing op het gegeven interval  𝑥 =
1

2
𝜋 

𝑦 = −
1

2
  geeft  sin(𝑥) = −

1

2
  met als oplossingen op het gegeven interval 𝑥 =

7

6
𝜋 en 𝑥 =

11

6
𝜋 

Alternatief: 

𝑔(𝑥) = 0 ⇔ cos(2𝑥) = − sin(𝑥) ⇔ cos(2𝑥) = sin(−𝑥) ⇔ cos(2𝑥) = cos (−𝑥 −
1

2
𝜋)  

Dit geeft  2𝑥 = −
1

2
𝜋 − 𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ∨ 2𝑥 = − (−

1

2
𝜋 − 𝑥) + 𝑘 ⋅ 2𝜋 

2𝑥 = −
1

2
𝜋 − 𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 3𝑥 = −

1

2
𝜋 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 𝑥 = −

1

6
𝜋 + 𝑘 ⋅

2

3
𝜋  

2𝑥 = − (−
1

2
𝜋 − 𝑥) + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 2𝑥 =

1

2
𝜋 + 𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 𝑥 =

1

2
𝜋 + 𝑘 ⋅ 2𝜋  

Oplossingen op het interval 0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋:  𝑥 =
1

2
𝜋;  𝑥 =

7

6
𝜋;  𝑥 =

11

6
𝜋 

Eén van de vele varianten voor de alternatieve uitwerking: 

𝑔(𝑥) = 0 ⇔ sin(𝑥) = − cos(2𝑥) ⇔ sin(𝑥) = cos(𝜋 + 2𝑥) ⇔ sin(𝑥) = sin (1
1

2
𝜋 + 2𝑥) ⇔  

𝑥 = 1
1

2
𝜋 + 2𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ∨ 𝑥 = 𝜋 − (1

1

2
𝜋 − 2𝑥) + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 𝑥 = −1

1

2
𝜋 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ∨ 𝑥 = −

1

6
𝜋 + 𝑘 ⋅

2

3
𝜋  

Oplossingen op het interval 0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋:  𝑥 =
1

2
𝜋;  𝑥 =

7

6
𝜋;  𝑥 =

11

6
𝜋 

Vraag 3c  -  7 punten 

ℎ′(𝑥) = cos(𝑥) ⋅ cos(2𝑥) + sin(𝑥) ⋅ −2 ⋅ sin(2𝑥) = cos(𝑥) ⋅ cos(2𝑥) − 2 sin(𝑥) ⋅ sin(2𝑥)  

            = cos(𝑥) ⋅ (1 − 2 sin2(𝑥)) − 2 sin(𝑥) ⋅ 2 sin(𝑥) cos(𝑥) = cos (𝑥)(1 − 6 sin2(𝑥)) 

Alternatief:  ℎ(𝑥) = sin(𝑥) ⋅ (1 − 2 sin2(𝑥)) = sin(𝑥) − 2 ⋅ sin3(𝑥) 

geeft           ℎ′(𝑥) = cos(𝑥) − 2 ⋅ 3 sin2(𝑥) ⋅ cos(𝑥) = cos(𝑥) ⋅ (1 − 6 sin2(𝑥)) 

ℎ′(𝑥) = 0 ⇔ cos(𝑥) = 0 ∨ sin2(𝑥) =
1

6
  

cos(𝑥) = 0  geeft  𝑥 =
1

2
𝜋 + 𝑘 ⋅ 2𝜋  met  ℎ(𝑥) = −1  en  𝑥 =

3

2
𝜋 + 𝑘 ⋅ 2𝜋  met  ℎ(𝑥) = 1 

sin2(𝑥) =
1

6
  geeft  ℎ(𝑥) = sin(𝑥) ⋅ (1 − 2 sin2(𝑥)) = ±√

1

6
⋅ (1 −

1

3
) = ±

2

3
√

1

6
  (= ±

1

9
√6) 

De vier horizontale raaklijnen zijn dus  𝑦 = −1,  𝑦 = −
1

9
√6,  𝑦 =

1

9
√6  en  𝑦 = 1 

De wortelvormen hoeven niet vereenvoudigd te worden. 
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Vraag 4a  -  4 punten 

Een richtingsvector voor lijn ℓ is  (
1 − (−6)

8 − 1
) = (

7
7

) 

Voor het snijpunt 𝐶 van lijn ℓ en de positieve x-as geldt  (𝑥𝐶 − 𝑥𝐵)2 + (𝑦𝐶 − 𝑦𝐵)2 = 102 

Invullen van  𝑥𝐵 = 1, 𝑦𝐶 = 0 en 𝑦𝐵 = 8 geeft  (𝑥𝐶 − 1)2 + (0 − 8)2 = 100 ⇔ (𝑥𝐶 − 1)2 = 36 

Dit geeft  𝑥𝐶 − 1 = 6 ⇔ 𝑥𝐶 = 7  (de oplossing 𝑥𝐶 = −5 ligt op de negatieve x-as) 

Een vectorvoorstelling van lijn ℓ is dus:  𝑣⃗ = (
7
0

) + 𝜆 (
7
7

) 

Vraag 4b -  3 punten 

𝑑(𝐴, 𝑃) = √(−1 − (−6))
2

+ (3 − 1)2 = √25 + 4 = √29 

𝑑(𝐵, 𝑃) = √(−1 − 1)2 + (3 − 8)2 = √4 + 25 = √29 

Hieruit volgt dat 𝑐1 is de cirkel met middelpunt 𝑃 en straal √29 is en dat 𝐵 ook op 𝑐1 ligt. 

Alternatief 1: 

𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
−1
3

) − (
−6
1

) = (
5
2

);  𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
−1
3

) − (
1
8

) = (
−2
−5

) 

De lengte van deze vectoren is gelijk, dus liggen 𝐴 en 𝐵 op dezelfde afstand van 𝑃. 

Dit betekent dat 𝐵 op de cirkel ligt met middelpunt 𝑃 die door 𝐴 gaat. 

Alternatief 2: 

𝑑(𝐴, 𝑃) = √(−1 − (−6))
2

+ (3 − 1)2 = √25 + 4 = √29  

De vergelijking van 𝑐1 is dus  (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 3)2 = 29 

Invullen van 𝑥𝐵 = 1 en 𝑦𝐵 = 8  geeft  22 + 52 = 29. 
Dit klopt, dus 𝐵 ligt op 𝑐1. 

Vraag 4c -  5 punten 

De straal van de cirkel is √29  (zie vraag a) 

Merk op dat 𝑑(𝐴, 𝐵) = √72 + 72 = √98 ≠ 2√29. 
Daarom is 𝐴𝐵 geen middellijn van de cirkel en moet de rechte hoek bij 𝐴 of 𝐵 liggen (stelling van 
Thales). 

Als de rechte hoek bij 𝐴 ligt, is 𝐵𝐷 een middellijn van de cirkel. 

Dit betekent dat  𝑃𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
−2
−5

)  (zie alternatief 1 bij vraag b) 

Hieruit volgt  𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑃𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
−1
3

) + (
−2
−5

) = (
−3
−2

), dus is 𝐷 het punt (−3. −2). 

Als de rechte hoek bij 𝐵 ligt, is 𝐴𝐷 een middellijn van de cirkel, dus volgt 

𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑃𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
−1
3

) + (
5
2

) = (
4
5

), dus is 𝐷 het punt (4,5). 
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Alternatief voor 4c: 

De vergelijking van de cirkel is  (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 3)2 = 29  (zie vraag a) 

Merk op dat 𝑑(𝐴, 𝐵) = √72 + 72 = √98 ≠ 2√29. 
Daarom is 𝐴𝐵 geen middellijn van de cirkel en moet de rechte hoek bij 𝐴 of 𝐵 liggen (stelling van 
Thales). 

Als de rechte hoek bij 𝐴 ligt, dan is 𝐷 een snijpunt van de lijn door 𝐴 die loodrecht op 𝐴𝐵 staat en de 

cirkel. De richtingscoëfficiënt van 𝐴𝐵 is 1 (zie vraag a), de vergelijking van de lijn door 𝐴 loodrecht op 

𝐴𝐵 is  𝑦 = −𝑥 − 5. 

Substitutie van  𝑦 = −𝑥 − 5  in de vergelijking van de cirkel geeft 

(𝑥 + 1)2 + (−𝑥 − 8)2 = 29 ⇔ 𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 𝑥2 + 16𝑥 + 64 = 29  

⇔ 2𝑥2 + 18𝑥 + 36 = 0 ⇔ 𝑥2 + 9𝑥 + 18 = 0 ⇔ (𝑥 + 6)(𝑥 + 3) = 0 ⇔ 𝑥 = −6 ∨ 𝑥 = −3  

Dit geeft  𝑥𝐷 = −3  en  𝑦𝐷 = −2 

Als de rechte hoek bij 𝐵 ligt, dan is 𝐷 een snijpunt van de lijn door 𝐵 die loodrecht op 𝐴𝐵 staat en de 

cirkel. De vergelijking van de lijn door 𝐵 loodrecht op 𝐴𝐵 is  𝑦 = −𝑥 + 9. 

Substitutie van  𝑦 = −𝑥 + 9  in de vergelijking van de cirkel geeft 
(𝑥 + 1)2 + (−𝑥 + 6)2 = 29 ⇔ 𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 𝑥2 − 12𝑥 + 36 = 29  

⇔ 2𝑥2 − 10𝑥 + 8 = 0 ⇔ 𝑥2 − 5𝑥 + 4 = 0 ⇔ (𝑥 − 1)(𝑥 − 4) = 0 ⇔ 𝑥 = 1 ∨ 𝑥 = 4  

Dit geeft  𝑥𝐷 = 4  en  𝑦𝐷 = 5 

Vraag 4d -  5 punten 

Driehoek 𝐴𝐵𝑀 heeft als basis 𝑑(𝐴, 𝐵) = √72 + 72 = √98 = 7√2 

De oppervlakte van deze driehoek is 14, maar is ook gelijk aan 
1

2
× 𝑏𝑎𝑠𝑖𝑠 × ℎ𝑜𝑜𝑔𝑡𝑒 

Voor de hoogte ℎ geldt dus  
1

2
⋅ 7√2 ⋅ ℎ = 14 ⇔ ℎ =

4

√2
= 2√2 = √8 

De straal van de cirkel is dan  𝑟 = √(
1

2
𝑑(𝐴, 𝐵))

2

+ ℎ2 = √24
1

2
+ 8 = √32

1

2
 

De oppervlakte van de cirkel is zodoende  𝜋 ⋅ 𝑟2 = 32
1

2
𝜋 


